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Przedmowa

W tej nieduzej ksiazce zajmujemy si¢ przede wszystkim tymi dziatami
»zaawansowanej analizy”, w ktorej subtelno$¢ poje¢ 1 metod narzuca Scisto$¢ trudna do
osiagnigcia na elementarnym poziomie. W przyjetym tu podejsciu postugujemy sig
najprostszymi ujeciami nowoczesnych metod napotykanych w wyrafinowanych teoriach
matematycznych. Wymagany zaséb wiadomosci obejmuje materiat semestralnego wyktadu
algebry liniowej, pobiezna znajomo$¢ teoriomnogosciowych oznaczen i material dos¢
porzadnego pierwszorocznego wyktadu analizy (na ktérym co najmniej wspomina si¢ o kresie
gornym (sup) 1 kresie dolnym (inf) podzbioru zbioru liczb rzeczywistych). Ponadto nieomal
zasadniczym okaze si¢ pewne (cho¢by zaczatkowe) oswojenie si¢ z abstrakcyjna matematyka.

Pierwsza polowa ksiazki obejmuje te¢ prosta czg$¢ zaawansowane] analizy, ktora
uogolnia elementarna analiz¢ na wyzsze wymiary. W rozdziale 1 podajemy wiadomosci
wstepne, a w rozdziatach 2 i 3 zajmujemy sig rozniczkowaniem i catkowaniem.

Reszta ksiazki poswigcona jest badaniu krzywych, powierzchni i1 ich wyzej
wymiarowych odpowiednikow. Tu ujgcia nowoczesne 1 klasyczne wyraznie rozchodza sig;
oczywiscie istnieje wiele punktow styku i jedna z wazniejszych zbiezno$ci pojawia si¢ w
ostatnim paragrafie. Najbardziej klasyczne rdéwnanie zwigzane z calkowaniem na
rozmaito$ciach jest jednocze$nie ostatnim twierdzeniem w tej ksiazce. Twierdzenie to
(twierdzenie Stokesa) ma bardzo ciekawa histori¢ 1 ulegto uderzajacej metamorfozie.

Pierwsze sformutowanie tego twierdzenia pojawia si¢ jako postscriptum do listu sir
Williama Thompsona (lorda Kelvina) do Stokesa, noszacego datg 2 lipca 1850 r. Publicznie
pojawia si¢ ono na konkursowym egzaminie o nagrode Smitha w 1854 r. jako zadanie 8. Ten
coroczny egzamin konkursowy dla najlepszych studentow matematyki na Uniwersytecie w
Cambridge przeprowadzat w latach 1849-1882 profesor Stokes; nim umart, wynik znano
powszechnie jako twierdzenie Stokesa. Jego wspodtczesni podali co najmniej trzy dowody:
jeden opublikowat Thompson, inny pojawit si¢ w Treatise on Natural Philosophy Thompsona
1 Taita, a jeszcze inny podat Maxwell w Electricity and Magnetism [13]. Od tego czasu
nazwisko Stokesa powiazano z o wiele ogélniejszymi wynikami, ktore miaty tak wybitne
znaczenie w rozwoju pewnych dzialdéw matematyki, ze twierdzenie Stokesa moze by¢
przedmiotem studium warto$ci uogdlnienia.

W tej ksiazce podano trzy postacie twierdzenia Stokesa. Wersja znana Stokesowi
pojawia si¢ w ostatnim paragrafie, wraz ze swoimi nieodlacznymi towarzyszami,
twierdzeniem Greena i twierdzeniem o dywergencji('). Te trzy twierdzenia, klasyczne
twierdzenia z podtytutu ksiazki, wyprowadza si¢ zupetnie tatwo z nowoczesnego twierdzenia
Stokesa, ktore pojawia si¢ wczesniej w rozdziale 5. To, co klasyczne twierdzenia orzekaja dla
krzywych 1 powierzchni, nowoczesne twierdzenie Stokesa orzeka dla ich wyzej wymiarowych
odpowiednikow (rozmaitosci), ktore sa doktadnie badane w pierwszej czgsci rozdziatu 5. To
badanie rozmaitosci, ktoére mozna by bylo usprawiedliwi¢ choéby sama waznoscia
rozmaito§ci w nowoczesnej matematyce, nie wymaga w istocie wigkszego wysitku niz
wymagatoby samo staranne badanie krzywych i powierzchni.

(') W polskiej literaturze matematycznej twierdzenie o dywergencji wystepuje najczesciej pod nazwa
twierdzenia Gaussa lub twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego (przyp. thum.).
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Czytelnik prawdopodobnie podejrzewa, ze nowoczesne twierdzenie Stokesa jest co
najmniej tak trudne jak wyprowadzane z niego klasyczne twierdzenia. Jest jednak wrgcz
odwrotnie, twierdzenie to jest bardzo prosta konsekwencja jeszcze innej wersji twierdzenia
Stokesa; ta bardzo abstrakcyjna wersja jest koncowym i glownym wynikiem rozdzialu 4.
Calkowicie rozsadnym jest przypuszczenie, ze omijane dotychczas trudnosci musza kry¢ sig
wlasnie tutaj. Jednakze dowod tego twierdzenia jest w pojeciu matematyka zupeina
trywialno$cia — bezposrednim rachunkiem. Z drugiej strony, nie mozna zrozumie¢ nawet
sformutowania tej trywialno$ci bez catego stada trudnych definicji z rozdziatu 4. Istnieja
wazkie przyczyny, dla ktorych twierdzenia powinny by¢ catkiem tatwe, a definicje trudne. Jak
ujawnia ewolucja twierdzenia Stokesa, jakas jedna prosta zasada moze naklada¢ maske wielu
trudnych wynikow; dowodzenie wielu twierdzen wymaga jedynie zdejmowania tej maski. Z
drugiej strony, definicje stuza dwojakim celom: dzigki swojej $cistosci zajmuja miejsce
niejasnych poje¢ i stanowia aparatur¢ do przeprowadzania eleganckich dowodow. W
pierwszych dwoch paragrafach rozdzialu 4 definiujemy dokladnie 1 dowodzimy regut
postugiwania si¢ tym, co klasycznie opisuje si¢ jako ,,wyrazenia postaci” Pdx + Qdy + Rdz
lub Pdxdy + Qdydz + Rdzdx. Zdefiniowane w trzecim paragrafie tancuchy i rozktady jednosci
(wprowadzone juz w rozdziale 3) uwalniaja nasze dowody od konieczno$ci posiekania
rozmaitosci na mate kawatki; sprowadzaja one zagadnienia dotyczace rozmaitosci, gdzie
wszystko wydaje si¢ trudne, do zagadnien dotyczacych przestrzeni euklidesowej, gdzie
wszystko jest tatwe.

Niewatpliwie, skoncentrowanie w definicjach esencji tematyki jest ekonomiczne, ale
musi stwarza¢ pewne trudno$ci dla czytelnika. Mam nadzieje, ze zacheta do doktadnego
przestudiowania rozdziatu 4 bgdzie zapewnienie, ze wyniki wykaza optacalno$¢ tego wysitku.
Klasyczne twierdzenia z ostatniego paragrafu to tylko niektére 1 bynajmniej nie najwazniejsze
zastosowania rozdzialu 4; wiele innych zastosowan znajduje si¢ w zadaniach, a dalsze
osiagnigcia napotka si¢ przy czytaniu ksiazek podanych w bibliografii.

Zarowno zadania, jak i bibliografia zastuguja na par¢ stéw omoéwienia. Zadania
pojawiaja si¢ po kazdym paragrafie i sa numerowane (tak jak twierdzenia) w obrebie
poszczegdlnych rozdziatow. Zadania, ktoérych wyniki wykorzystuje si¢ w tekScie, sa
opatrzone gwiazdka, ale te $srodki bezpieczenstwa powinny by¢ zbedne, jako ze zadania sa
najwazniejsza czgscia tej ksiazki i1 czytelnik powinien przynajmniej sprobowac rozwiazac je
wszystkie. Bibliografia musiata z koniecznos$ci by¢ albo bardzo niepetna, albo nieporgczna,
bowiem uzasadnione byloby polecenie potowy gtownych galgzi matematyki jako rozsadnego
przedtuzenia materiatu tej ksigzki. Zdecydowatem si¢ uczyni¢ bibliografi¢ niepetna, lecz
zachecajaca.

Przy pisaniu tej ksiazki podano wiele krytycznych uwag 1 sugestii. Jestem szczeg6lnie
wdzigczny Richardowi Palais, Hugonowi Rossiemu, Robertowi Seeley’owi i Charlesowi
Stenardowi za ich liczne pomocne komentarze.

Wykorzystatem to wydanie jako okazj¢ do poprawienia wielu btedow drukarskich i
pomniejszych pomylek wskazanych mi przez pobtazliwych czytelnikow. Ponadto catkowicie
zrewidowano i poprawiono material nastgpujacy po twierdzeniu 3.11. Inne wazne zmiany,
ktorych nie mozna bylo wilaczy¢ do tekstu bez nadmiernych poprawek, sa wyliczone w
dodatku na koficu ksiazki (%).
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(*) W tlumaczeniu wiaczono do tekstu wszystkie uwagi z dodatku z wyjatkiem jednej, zamieszczonej jako
przypis autorski na s. 54 (przyp. tum.).
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